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--J . ibbc-tno nummer: Bl-87-59 

ad 2.) Uitwendige aftopping van de ECCS instabiliteits curven d oor een 
tweede graads vergelijking. 

De tweede graads vergelijking luidt in formule: 

De randvoorwaarden zijn: 

f (0.2) 
= 1 

f '(0.2) = 0 

J (x) = 

a
1ç (x) "'1 

Og 

(5.17) 

Voor instabiliteitscurve ECCS(b) zijn de coëfficiënten van formule 5.17 
bepaald en in tabel 5.2 weergegeven: 

Tabel 5.2: 

Coëfl. X = 0.25 X = 0.30 X = 0.50 

a -7.2 -3.6 -1.278
b 2.88 1.44 0.511
C 0.712 0.856 0.949

Substitutie van formule 5.17 voor (al a
6

) in formule (5.13) leidt tot de 
volgende formule voor de kritieke veerstijfheid voor X � x: 

-(
� 1 r [a 1X/ +b i\;+ C -pJ 2l 

k1,;r - Aa
a 

J �s 2 [l - 1 - p J 
(5.18) 

Voor O � � � 0.2 en ;i:,:s � x geldt de oplossing van paragraaf 5.1.3.2.

Grafisch is  bovenstaande oplossing weergegeven in de figuren 5.10 a,b 
en c. 

"'1 Aansluiting op ECCS knikcurven t.p.v. X = x
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ibbc-tno nummer: BI-87-59 

ad 3.) Uitwendige aftopping van de ECCS instabiliteits curven door een 
derde graads vergelijking. 

De derde graads vergelijking luidt in formule: 

f (i..) = a l�:_3 + b l};:2 + c IX + d l 

De randvoorwaarden zijn: 

f (0.2) = 1 

f '(0.2) = 0 

f (x) =

a
1e (x) * 1 

a" 

a1.; 
f '(x) = -'(x) *1 

au 

(5.19) 

Voor instabiliteitscurve ECCS(b) zijn de coëfficiënten van formule 5.19 
bepaald en in tabel 5.3 weergegeven: 

Tabel 5.3: 

Coëff. X = 0.25 X = 0.30 X = 0.50 

a 34.5714 19.667 3.3129 
b -24.140 -15.7934 -4.171
C 5.2309 3.800 1.2443
d 0.6428 0.8915 0.8915

Substitutie van formule 5.19 voor (al a8 ) in formule (5.13) leidt tot de 
volgende formule voor de kritieke veerstijfheid voor � � x:

k
= 
1�-1 r

l 
- [a l�S3 + b l� 2 

+ C l� +
d l - pl 2l

kr Aa6 J À
s 

2 l 1 ,.... p J 
(5.20) 

Voor O � � :e,:; 0.2 en X � x geldt de oplossing van paragraaf 5.1.3.2. 

Grafisch is bovenstaande oplossing weergegeven in de figuren 5.11 a, b 
en c. 

*l Aansluiting op ECCS knikcurve t.p.v. X = x
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5.1.4. Resumé en conclusies. 

Formule 5.11 (fig. 5.6) geeft een relatie tussen de benodigde kri­
tieke veerstijfheid en de relatieve systeemslankheid van de kolom 
welke voldoet aan de doelstelling van dit rapport. De curven zijn 

continu stijgend naarmate de relatieve systeemslankheid van de 
kolom kleiner wordt, maar zijn voor waarden nabij � = 0 duidelijk 
begrensd. 

Het voordeel van deze oplossing is dat bij zowel de instabiliteitscur­

ven als bij de formule voor de kritieke veerstijfheid alleen de 
invloed van residuele spanningen is verwerkt. De invloed van een 
tweede belangrijke factor, geometrische imperfecties, kan wellicht 
afzonderlijk in rekening worden gebracht. 
Een nadeel is dat de ECCS instabiliteitscurven voor X s �0.6 een 

hogere draagkracht voor de kolom toestaat (fig. 5.12; CRC -> p =

0.5). Dit verschil is echter gering en de verlaging van de veiligheid 
is waarschijnlijk niet kritiek. 
De juistheid van deze oplossing zal nog moeten worden geverifieerd 

aan geometrisch- en fysisch niet-lineaire computerberekeningen. 

Gebruik van de gemodificeerde Et -modulus theorie blijkt inderdaad 
de benodigde kritieke veerstijfheid volgens een Eulerse knikbere­
kening te reduceren. 
Toepassing van de ECCS-instabiliteitscurven leidt echter tot onjuiste 
resultaten voor de benodigde kritieke veerstijfheid. De oorzaak hier­
van moet worden gezocht in de begrenzing van de draagkracht van 
kolommen door de vloeigrens. 
Een tweede oplossing voor de kritieke veerstijfhe welke ook voldoet 
aan de doelstelling van dit rapport wordt verkregen, indien de ECCS 
knikcurven inwendig worden afgetopt door een tweede graads 
kromme tot � = 0.5 (par. 5.1.3.4. ad 1). Een vloeiende knikcurve 
wordt verkregen en tevens een vloeiende curve voor de relatie 
tussen de kritieke veerstijfheid en de systeemslank- heid van de 
kolom. De curve is continu stijgend, maar begrensd naarmate de 
systeemslankheid van de kolom kleiner wordt. 
Nadeel van deze oplossing is dat enig draagkrachtsverlies moet wor­
den geaccepteerd (max. 2%). De verlaging van de veiligheid zal 
echter daardoor niet kritiek zijn. 

De volgende reële oplossingen zullen in het vervolgonderzoek 
(numerieke verificatie met DIANA) worden betrokken: 

1.) Par. 5.1.3.1; fig. 5.6 
2.) Par. 5.1.3.2; fig. 5.7b 
3.) Par. 5.1.3.4 ad 1; fig. 5.Bc 
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5.2. Aangereikte oplossing. 

Een oplossing voor het bepalen van de kritieke veerstijfheid van 

niet elastische, verend gesteunde staven is aangegeven door een 

medewerker van TNO-lBBC. 

De formule voor de kritieke veerstijfheid luidt [25]: 

FE 
kkr = -­a. ( 

(5.1) 

Gesteld wordt nu dat de axiale belasting op de staaf bij slankheden 

kleiner dan de grensslankheid (\.) wordt begrensd door o.a. vloeien 

van het materiaal, reductie t.g.v. momenten, etc. Door de TGB-staal 

1972 wordt daarom in het elastische gebied een veiligheidsfactor van 

1.67 t.o.v. de Eulerse knikkracht gehanteerd. Noem deze verhouding 

tussen de belasting op de staaf in het rekenstadium en de Eulerse 

knikkracht {3, in formule: 

(5.2) 

Subtitutie van (5.2) in (5.1) levert de volgende formule op voor de kri­

tieke veerstijfheid: 

k - EJL
kr - a. ( 

(5.3) 

Door nu voor {3 in het elasto-plastische en plastische gebied dezelfde 

waarde aan te houden als in het elastische gebied (TGB-staal 1972 4 

f3 = 1.67), is formule (5.3) voor alle slankheden geschikt. Grafisch is 

formule (5.3) weergegeven in figuur 5.13, waarbij: 

(3 = 1.67 

F = De maximaal toe te laten axiale belasting, vogens de 
TGB-staal 1972. 

Opgemerkt wordt nog dat in de (nabije) toekomst andere knikcurven 

zullen worden gehanteerd en de factor f3 dus zal veranderen. 
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6. Numerieke verificatie met DIANA.

ti.1. Algemeen. 

In voorgaande hoofdstukken zijn oplossingen verkregen voor de 

relatie tussen de kritieke veer stijfheid (kJ,;; ) en de systeemslankheid 

X.. De oplossingen verschillen sterk en de vraag is welke oplossing de 

meest realistische waarden geeft voor de kritieke veerstijfheid in zowel 

net elastisch als het elasto-plastisch gebied, daarbij rekening houdend 

met de bijbehorende veersterkte. 

Verificatie vindt plaats m.b.v. fysisch en geometrisch niet-lineaire com­

puterberekeningen, omdat dit een relatief goedkoop, maar goed alter­

natief is voor experimenten. 

Voor de fysisch en geometrisch niet-lineaire berekeningen is gebruik 

gemaakt van het computerprogramma DIANA (Dlsplacement method 

ANAlyses). In DIANA kunnen restspanningen en geometrische imperfec­

ties direct worden verwerkt. Een fysisch en geometrisch niet-lineaire 

berekening m.b.v. DIANA leidt daarom tot een zeer goede benadering 

van het werkelijke gedrag van een verend gesteunde kolom. 

'6.2. Schematisering constructie. 

Uitgegaan wordt van de modelvorming in par. 4.2. Omdat er dan 

nog vele mogelijke variaties overblijven, moet het onderzoek met 

DIANA zich verder beperken. 

Allereerst wordt het aantal verende ondersteuningen beperkt. Om het 

probleem zo eenvoudig en overzichtelijk mogelijk te houden, wordt 

voor 1 verende ondersteuning in het midden van de te steunen staaf 

.gekozen. 

Voor de staaf wordt een bestaand walsprofiel, HE-B200, gekozen. Dit 

profiel wordt, inclusief zijn onvolkomenheden (restspanningen, 

geometrische imperfecties, materiaalinhomogeniteiten, etc.) veel in de 

praktijk toegepast. Door in DIANA dit profiel zo goed mogelijk te 

modelleren (par. 6.3.), worden realistische resultaten verkregen. 

Omdat bij de DIANA-berekeningen enkele materiaaleigenschappen be­

kend moeten zijn, zal ook voor de staalsoort een keuze moeten worden 

gemaakt. Gekozen wordt voor de in de praktijk veel gebruikte staal­

soort Fe 360. 
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HE -8200; Te 360 
î 

i 
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X. = 0.2 -+ L = 3174 mm.

À., = 1.5 -+ L = 23809 mm.

Fig. 6.1: De te onderzoeken kolommen. 

a 

î 

! 

Om de invloed van restspanningen goed in de DIANA-berekeningen mee 
te kunnen nemen (par. 6.3.2.) wordt knik om de sterkte-as van de 
staaf beschouwd. Van toepassing is de instabiliteitscurve ECCS(b). Ver­
gelijking met hoofdstuk 5, waarbij ook is uitgegaan van de instabili­
teitscurve ECCS(b), is dus mogelijk. 
Tot slot moet er nog een keuze worden gemaakt over de lengtes van 
de te onderzoeken kolommen, of, omdat de doorsnede van de staaf 
vastligt, over de systeemslankheden. 
De huidige methode [25) voor het berekenen van de kritieke veer­
stijfheid wordt in het elastische gebied (� � 1) geaccepteerd. Vergelij­
king van de huidige methode met de DIANA resultaten vindt plaats in 
het elastische gebied. Voor een referentie som is daarom gekozen voor 
de systeemslankheid � = 1.5 (L = 23809 mm.). 
In het elasto-plastisch gebied is gekozen voor de lage systeemslankheid 
X. = 0.2 (L = 3174 mrIL). Bij deze systeemslankheid zal de huidige 
methode zeker te hoge waarden geven voor de benodigde kritieke 
veerstijfheid. Verificatie van oplossingen uit voorgaande hoofdstukken, 
die meestal in het elasto-plastische gebied veel van elkaar verschillen, 
vindt dus vooral plaats bij �$ = 0.2. 
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6.3. llodelvorming binnen DIANA-

Voor het gebruik van het eindige-elementen pakket DIANA moet de 
schematisering van figuur 6.1 nog sterker worden gemodelleerd. Beslis­
singen moeten nog worden genomen omtrent de volgende punten: 

1.) Elementtype en elementenverdeling. 
2.) Restspanningsverdeling. 
3.) Geometrische imperfecties. 
4.) Veerstijfheid. 

6.3.1. Elementtype en elementenverdeling. 

(par. 6. 3.1.) 
(par. 6.3.2.) 
(par. 6.3.3.) 
(par. 6.3.4.) 

Gekozen is voor het elementtype LBBNL, een twee-knoops (recht) 
balkelement. Zowel fysisch (niet lineaire elasticiteit), als geometrisch 
(grote vervormingen) niet lineaire berekeningen kunnen ermee worden 
uitgevoerd. 
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Fig. 6.2.a: Verdeling van de elementen over de kolom. 

Fig. 6.2.b: Verdeling van hel element in secties. 

Fig. 6.2.c: Verdeling van de secties in lagen. 

Voor de computerberekeningen met DlANA moet er een keuze worden 
gemaakt over hel aantal elementen. Te veel elementen leidt tot grote 
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rekentijden en kost veel geheugencapaciteit van de computer. Te 

weinig elementen, of een slechte verdeling ervan, leidt tot onnauwkeu­

rige resultaten. In [21] is geconcludeerd dat 10 elementen per staaf, 

voldoende nauwkeurige resultaten geeft en een redelijke rekentijd 

nodig heeft. Gekozen wordt daarom voor 10 elementen, gelijkmatig per 

veld verdeeld (fig. 6.2.a). 

De fysisch niet-lineairiteit kan nu in rekening worden gebracht doordat 

het element is onderverdeeld in secties en de secties in lagen, waarvan 

de bijbehorende integratiepunten de "status" elastisch, elasto-plastisch 

of geheel plastisch kunnen hebben. Ook hier geldt dat naarmate een 

element in meer secties en lagen wordt onderverdeeld de resultaten 

beter worden, maar dat een keuze moet worden gemaakt, opdat de 

niet-lineaire berekeningen niet te veel rekentijd kosten. 

De elementen zijn daartoe onderverdeeld in 5 secties (fig. 6.2.b). De 

secties zijn op hun beurt onderverdeeld in 16 lagen, B voor de flenzen, 

6 voor het lijf en twee voor de afrondingsstralen (fig. 6.2.c). 

6.3.2. Restspanningsverdeling. 

De draagkracht van een centrisch belaste kolom wordt hoofdza­

kelijk bepaald door restspanningen en de geometrische imperfectie. De 

geometrische imperfectie wordt in par. 6.3.3. behandeld. 

Restspanningen ontstaan door verschillen in afkoelsnelheid gedurende 

en na het walsen, door koud vervormen en/of andere bewerkingen 

[24]. De gemiddelde maximale drukspanning is gelijk aan 0.3 a11• De 

restspanningsverdeling over de flenzen wordt meestal parabolisch of 

lineair aangenomen, en over het lijf constant (fig. 6.3.). 

c,rd 

, 

+ 
0 

b 

1 .

Fig. 6.3.: Restspanningsverloop in een walsproflel. 

Een restspanningsverloop volgens figuur 6.3. kan echter niet op 

gebruikersnivo in DIANA worden ingevoerd. Daartoe moet figuur 6.3. 

nog sterker worden geschematiseerd. 
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De buigstijfueid van een kolom wordt in hoofdzaak bepaald door de 

flenzen. De restspanningen in het lijf kunnen daarom worden verwaar­

loosd. Verkregen wordt de schematisering volgens figuur 6.4. 

03G; 

Fig. 6.4.: Schematisering restspanningsverloop. 

Door voor de flenzen en afrondingsstralen een apart a - t diagram, in 

combinatie met een hardenings diagram, te gebruiken kan het volgens 

figuur 6.4 geschematiseerde restspanningsverloop in DJANA worden 

ingevoerd [21]. De flenzen en afrondingsstralen dienen daartoe wel als 

wapening in DJANA te worden ingevoerd, omdat voor het basismateriaal 

(het lijf) maar één a - t diagram wordt toegestaan. 

Op deze manier wordt de invloed van restspanningen op de juiste 

manier, onafhankelijk van andere factoren, in de DIANA-berekeningen 

meegenomen. 

6.3.3. Geometrische imperfectie. 

De geometrische imperfectie is de tweede factor die hoofdzakelijk 

de draagkracht van een centrisch belaste kolom bepaalt. Het is dus 

van· belang om ook de geometrische imperfectie bij fysisch en 

geometrisch niet-lineaire DIANA berekeningen op de juiste wijze te 

schematiseren. 

6.3.3.1. Pin-ended kolom en de vervangende geometrische imperfec­

tie. 

Voor de geometrische imperfectie moet voor pin-ended kolommen 

volgens EUROCODE 3 een parabolisch verloop worden aangenomen, met 

de amplitude Wül = 1/1000 L (fig. 6.5). 

De draagkracht (F1,; ) van een pin-ended kolom kan met de ECCS insta­

biliteitscurven worden bepaald. Een fysisch en geometrisch niet­

lineaire DJANA-berekening waarbij een geometrische imperfectie vol­

gens EUROCODE 3 is toegepast, geeft echter een overschatting van de 
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draagkracht F1c. Dit verschil wordt veroorzaakt doordat verschillende 

invloeden, zoals: materiaalinhomogeniteiten, restspanningen in het lijf 

en maatafwijkingen niet in de DIANA berekeningen zijn meegenomen. 

1/1000 L 

i L 
. t 

Fig. 6.5: De geometrische imperfectie volgens EUROCODE 3. 

Dit probleem kan worden opgelost door gebruik te maken van het 

begrip: vervangende geometrische imperfectie. De vervangende 

geometrische imperfectie representeert alle imperfectievormen, 

exclusief restspanningen en wordt bepaald d.m.v. ijking aan instabili­

teitscurven. 

6.3.3.2. Uking. 

De vorm van de vervangende geometrische imperfectie wordt 

afl'ien gekozen aan de knikvorm, bij de pin-ended kolom is dit een 

halve sinusgolf. De grootte van de amplitude wordt bepaald door ijking 

aan de ECCS instabiliteitscurven. Gezocht moet worden naar de ampli­

tude, waarbij de draagkracht van de kolom volgens de fysisch en 

geometrisch niet-lineaire DIANA berekeningen gelijk is aan de draag­

kracht van de kolom volgens de ECCS instabiliteitscurven. 

De vervangende geometrische imperfectie moet daartoe langs itera­

tieve weg worden gevonden. Daarbij is gebruik gemaakt van de interpo­

latieformule van Lagrange (zie ook par. 6.3.4. ). De volgende procedure 

voor het bepalen van de vervangende geometrische imperfectie kan 

worden aangehouden: 

1.) Kies een startwaarde voor de vervangende geometrische imperfec­

tie en bepaal met DIANA de daarbij behorende draagkracht van de 

kolom. Als startwaarde kan de geometrische imperfectie volgens 

EURO CODE 3, verhoogd met b.v. 25%, worden gekozen 

2.) Kies, afhankelijk van de gevonden draagkracht, een grotere of 

kleinere vervangende geometrische imperfectie en bepaal de daar­

bij behorende draagkracht met DIANA. 
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Fig. 6.6: IJking pin-ended kolom, HE-B200, L = 23608 mm. 
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3.) Bepaal nu d.m.v. lineaire interpolatie de vervangende 
geometrische imperfectie. Indien de daarbij behorende draag­
kracht niet nauwkeurig genoeg aansluit bij de gewenste draag­
kracht F,. , dan kan het gevonden getallenpaar als extra steunpunt 
dienen. Interpolatie m.b.v. een tweedegraads polynoom is dan 
mogelijk. Dit proces herhaalt zich, totdat het resultaat voldoende 
nauwkeurig is. 

Bovenstaand iteratie-proces verloopt erg snel. Bij een goed gekozen 
startwaarde is lineaire interpolatie veelal voldoende. 
Als voorbeeld dient een profiel HE-B200, met een slankheid van �s = 3. 
De draagkracht volgens de ECCS(b) instabiliteitscurve bedraagt: 
F1c = 179.7 kN. Als startwaarde is gekozen voor W01 = 80 mm. Deze 
vervangende geometrische imperfectie levert volgens DIANA bereke­
ningen een draagkracht van FD = 180.6 kN. Deze draagkracht is iets 
te hoog en daarom is de vervangende geometrische imperfectie ver­
groot tot W01 = 83 mm., wat volgens DIANA-berekeningen een draag­
kracht oplevert van FD = 179.9 kN. Lineaire extrapolatie leidt nu tot 
een vervangende geometrische imperfectie van W01 = 83.6 mm., met 
een volgens DIANA-berekeningen bijbehorende draagkracht van 
FD = 179.7 kN, gelijk aan de gewenste draagkracht (fig. 6.6). 

6.3.3.3. Verend gesteunde kolom. 

Ook voor de verend gesteunde kolom wordt de vervangende 
geometrische imperfectie affien gekozen aan de knikvorm. De 
knikvorm van een verend gesteunde kolom is echter afhankelijk van de 
veerstijfheid. 
Bij een ongesteunde kolom zal de knikvorm gelijk zijn aan een halve 
sinusgolf (pin-ended kolom). Bij een volledig star gesteunde kolom zal 
de kolom sinusvormig uitknikken. De vervangende geometrische imper­
fectie wordt nu uit deze twee knikvormen samengesteld (fig. 6.7). 
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X X X 

W01 + 
-

W02 

w w 

a) "overal" imperfectie

b) "bijkomende imperfectie ; w2(x) = W02.sin ;:

c) totale imperfectie ; w (x) = WO 1.sin rr: + W02.sin ;: 

0 

0 

2 

Fig. 6.7: Vervangende geometrische imperfectie van verend gesteunde 
kolommen. 

W01 

î 

0 

f L 

0 

Fig. 6.8: Bepaling "bijkomende" imperfectie. 

Getracht wordt een vervangende geometrische imperfectie te vinden, 
waarbij de kolom ongesteund een draagkracht bezit van F1; (lk = L ), 
maar tegelijk bij een starre ondersteuning de draagkracht F>: (l>: = a)

bezit. 
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Daartoe wordt eerst de "overal" imperfectie, behorende bij de 
ongesteunde kolom, d.m.v. ijking (par. 6.3.3.2.) bepaald. Nadat de 
"overal" imperfectie is bepaald wordt de staaf star ondersteund. Voor 
de kolom, waarvoor de "overal" imperfectie constant wordt gehouden, 
wordt nu de "bijkomende" imperfectie bepaald, ook d.m.v. ijking aan 
de ECCS instabiliteitscurven (fig. 6.B). 
Door de "bijkomende" imperfectie zal de draagkracht van de 
ongesteunde kolom kleiner dan de gewenste draagkracht F1i; {l1i; = L) 
zijn. De "overal" imperfectie zal dus iets kleiner moeten zijn. 
De juiste verhouding tussen de "overal" imperfectie en de 
"bijkomende" imperfectie moet langs iteratieve weg worden gevonden. 
In bijlage 4 (tabellen 1.1-4) zijn ook een derde en vierde iteratieslag 
uitgevoerd. Geresumeerd luiden de resultaten: 

Eerste iteratieslag (ongesteunde kolom; F1c = 179.BkN) 

w(x) = 83.63 sin 1rx
a 

4 Fn = 179.B kN 

Tweede iteratieslag (star gesteunde kolom; F1c = 641.6kN) 

w(x) = 83.63 sin rrx 
+ 27.62 sin rrx

4 Fn = 641.6 kN 
a 2a 

Derde iteratieslag (ongesteunde kolom; F1i; = 179.BkN) 

w (x) = 83.43 sin 1rx 
+ 27. 62 sin 1rx

4 Fn = 179. B kN 
a 2a 

Vierde iteratieslag (star gesteunde kolom; F1i; = 641.6kN) 

w(x) = 83.43 sin rrx 
+ 27.62 sin rr2

x
4 Fn = 641.6 kN 

a a 

Het verschil in de amplituden na de tweede iteratieslag is verwaarloos­
baar klein. Geconcludeerd kan worden dat de amplituden voldoende 
nauwkeurig zijn na twee iteratieslagen. 
Het resultaat van de ijkingen, volgens bovenstaande methode, zijn de 
volgende vervangende geometrische imperfecties: 

1.) � 0.2 ; w(x) 

2.) � = 1.5 ; w(x) 

= 4. 7 4sin 
rrx 

a 

= B3.63sin 1r: + 27.62sin ;: 

ad 1.) Voor �s = 0.2 wordt voor de "overal" imperfectie een ampli­
tude van WOl = 4. 74 mm gevonden. Bij starre ondersteuning 
wordt de slankheid van de kolom gelijk aan � = 0.2. De daarbij 
behorende amplitude van de vervangende geometrische imper­
fectie is gelijk aan 0. De staaf zou dus volkomen recht moeten 
zijn. 
In de DIANA-berekeningen is bovenstaande imperfectie 
aangehouden. De draagkracht die met DIANA, bij een starre 
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ondersteuning wordt gevonden is dan ook iets lager dan de 
gewenste draagkracht Fk (lk = a) (tabel 3). 

ad 2.) Bij �s = 1.5 wordt voor de "overal" imperfectie een amplitude 
van WOl = 83.63 mm. gevonden. Deze imperfectie wordt vol­
gens EUROCODE 3 niet getolereerd. De tolerantie is 0.0035a = 
42 mm. Gekozen is daarom om de kolom met � = 1.5 tevens 
door te rekenen met een "overal" imperfectie, welke volgens 
[25] moet worden toegepast voor fysisch en geometrisch niet
lineaire berekeningen. De amplitude van de "bijkomende"
imperfectie wordt wederom door ijking bepaald.

De volgende vervangende geometrische imperfecties worden in de 
DIANA-berekeningen aangehouden: 

1.) À.s = 0.2; w(x)

2.) À.s = 1.5 ; w(x)

3.) \ = 1.5 ; w(x) 

6.3.4. Veerstijfheid. 

= 

= 

= 

4. 74sin 'TrX
a 

83.63sin rrx + 
a 

30.86sin rrx + 

27.62sin ;: 

28.3Bsin rrx
2a

Met een fysisch en geometrisch niet-lineaire DIANA-berekening kan 
de draagkracht van een verend gesteunde kolom worden bepaald. De 
kritieke veerstijfheid kan echter niet direct worden bepaald. 
De imperfecte kolom is geijkt bij een starre ondersteuning. Vervanging 
van de starre ondersteuning door een verende ondersteuning zal altijd 
een lagere draagkracht opleveren. Bij toenemende veerstijfheid zal 
echter de draagkracht van de verend gesteunde kolom de draagkracht, 
behorende bij een starre ondersteuning, benaderen (fig. 6.9). 
Van een kritieke veerstijfheid is geen sprake meer. Getracht wordt nu 
met DIANA de veerstijfheid te bepalen, behorende bij een draagkracht 
van 0.95 Fk . Daartoe wordt gebruik gemaakt van een modificatie op de 
interpolatieformule van Lagrange. De volgende interpolatieformule is 
toegepast: 

{6.1) 

Als startwaarde is de Eulerse kritieke veerstijfheid genomen. De fac­
toren a0 en a 1 zijn dan te bepalen. Bij de volgende iteratieslag kan k 
worden bepaald m.b.v. formule 6.1, door voor F, 0. 95Fk te substi­
tueren. Nadat m.b.v. DIANA de daarbij behorende draagkracht 1s 
bepaald, kan aan formule (6.1) een extra term worden toegevoegd. 
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Dit iteratieproces verloopt snel. Daarom zijn ook enkele veerstijfheden 
toegepast, zodat m.b.v. niet lineaire regressie een redelijke relatie 
tussen FD en k kan worden bepaald. 

-+-�...,C:.������-4�--f 

To fk 
Fig. 6.9: Relatie: veerstijfheid - draagkracht kolom. 

6.4. Resultaten. 

6.4.1. Snap-back. 

Bij stabiliteitsproblemen kan het z.g.n. snap-back optreden. Bij 
verend gesteunde kolommen zijn daartoe twee mogelijkheden. 
In het eerste geval kan bij toenemende belasting de veerkracht zo 
groot worden dat de kolom doorslaat. Om te controleren of dit ver­
schijnsel ook optreedt, is voor één geval (bijlage 4, tabel 1.5.1.) het 
na-kritische gedrag, tot 1.5 maal de vervorming (öl) bij de maxi.male 
draagkracht bepaald. Het bleek dat snap-back niet optrad (fig. 6.10). 
Het tweede geval treedt alleen op bij symmetrische kolommen. De 
imperfectie gekozen voor � = 0.2 is symmetrisch. Bij toenemende 
belasting zouden de verplaatsingen in het midden van de velden (ö6 , 
ö 16) gelijk moeten zijn. Uit tabel 3.2.1. (bijlage 4) blijkt dat dit niet 
het geval is. 
In de praktijk zal de kolom echter ook nooit volkomen symmetrisch 
zijn. Daarom zijn de resultaten van de DIANA-sommen wel realistisch. 
Door de verschillen in de verplaatsingen is er kans dat, als de buig­
stijfheid bij toenemende belasting kleiner wordt, de uitbuiging plotse­
ling overgaat van een halve sinusvorm naar een volledige sinusvorm. 
Ook hierdoor zou de verplaatsing t.p.v. de veer kunnen ainemen en zou 
een minder grote veerstijfheid nodig zijn. 
Om dit verschijnsel in DIANA mee te kunnen nemen, mag voor de 
invoer in eerste instantie geen gebruik worden gemaakt van sym­
m etrie. 

blad 78 



ibbc-tno 

�
•

..J 
Q. 

1 

..., 

nummer; BJ-87-59 

Vl . 
Il 

l·-···········-1··· ······-·-··,·-............. ,_ ............... ..,. ............... -.-.............. .
. . ! : ' : i 
i • · 1 : : : 

1, 1 1 : : : /. • 1 : 

l 
. 1 • •

lr r : : : . . . . . . ·······-···.,.·-··-·-········-................................. _ ···············-··-··-·······. . . . . . .
! /1 i : i : ! 
1 

�
\\., : 1 r : : 
V • 1 • ' ' ' 
I 

. . • : ! . ! i ; : . :: / : : ! : 'l•••••,"·••••••••·1·•••••••••••••••.(••••••••••••••••i-•••••••••••••••Y•••••••••••••••V•••••••••••••••

' ( 
• 1 • ' 

1 : : : : 

; . ! i : : ii \ : : : . i :
1 \ 1 . : : 

' : . . . . 
: : t : : r ··r\=::::r · · ·· ·· ··--·-1 ·· · ···· · ··· ·· · · 1 · ·· · · ···· · ··-1 ··· ···· · · · · · · ·-1--·-·· · ·-· · ·-··

·, \ \ l 1 : i ! •• • : t : r·---\.. ... \.,.. ··-·······--r· ·········-····.;..···············-·····-···-···..-···-·········· . ·, ··� : : : 

, �v"·t 1 ; i 1 1·, 1 • : 1 
I
l 

1'.' ... 1 : : 1 , 1 • 1 ,. + ... 1 1 • • 
t ··-·· ····-··· .. �.::..,.::···+·---·-····-·+········-···-+·······--···· ··t ········-··· ...
: .. tl 1 '· •. 

1 
• 

• • 
1 �,, '· ···l i ! i. .. 

v t ' ••• • • t 

Î "'t Î ·�. ....... 1 1 Î · 

• �.. 1 I '· ····· l ! :! , ... � ................. , : 1 -·-·····-�-- .. ········-·· .. ______ ...... �-·-·-··----·-···-·····-· ,-
······-······.i - \� ,. ..._ i '"t.'�...... 1 

1 1 � \ -.. _ i -·.:.:.·:,:::.'-
: --....... ___ • ·�::.:,:.. l 

C) 

0 
N 

m 

:r: 

1-L-

� ,..,

' 
.... 

� � 
• 
.., 

g 

� f 

� 

� 

8 

! 
1 

1 .,____ i � ..... �. • -------- --l-T�:=:::=:t:::::::::::::f':::;;::::::::::::::d�;;;;:;;-;-�-;�t;��;;;��
--

��,=;;;:�ill!io-�o 
009 OOS 00� 

[Wil ueeu, 180198 

ooz 

Fig. 6.10: Verplaatsingen verend gesteunde kolom, � 1.5 
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De gehele constructie moet dus in DIANA worden ingevoerd. 
Uit de resultaten blijkt echter dat de knikvorm yan de kolom, op te 
verwaarlozen numerieke onnauwkeurigheden na, wel symmetrisch is. 
Door de symmetrische knikvorm is de kniklengte van de staaf nu 
kleiner dan de veldlengte a. De kritieke veerstijfheid die met DIANA 
wordt gevonden behoort dus eigenlijk bij een nog kleinere slankheid. 

6.4.2. Verwerking en presentatie van de resultaten. 

Van primair belang voor dit onderzoek is de relatie tussen de 
veerstijfheid (k) en de draagkracht van de verend gesteunde kolom 
(Fn ), Tevens van belang is de daarbij behorende veerkracht. Uit de 
resultaten van de DIANA-sommen is voor elke ingevoerde veerstijfheid 
een draagkracht (Fn ) en een daarbij behorende veerkracht (Fv ) 
bepaald. 
M.b.v. "Lagrange interpolatie" is naar een draagkracht van 0.95Fk
geitereerd (par. 6.4.1.). Om de resultaten van de DIANA-sommen beter
onderling en met de resultaten uit voorgaande hoofdstukken te kunnen

vergelijken zijn ook de veerstijfheden, welke een draagkracht van 90%
en 99% van Fk opleveren, bepaald. Hierbij is gebruik gemaakt van
niet-lineaire regressie-analyse.

6.4.2.1. Niet-lineaire regressie-analyse. 

M.b.v. niet-lineaire regressie-analyse kan de relatie tussen de veer­
stijfheid · en de draagkracht van de kolom, resp. de veerkracht in for­
mulevorm worden vastgelegd. De toegepaste formule luidt: 

a::c 

y = + C 

X + b 
(6.2) 

Bij de regressie-analyse wordt aangenomen dat de x-waarden foutloos 
zijn, maar dat de afhankelijke variabele, y, fouten bevat. Daarom wordt 
voor de x-waarde van de getallenparen de veerstijfheid genomen, welke 
exact in DIANA is ingevoerd. Voor de y-waarde wordt de draagkracht 
van de kolom, Fn , resp. de veerkracht, Fv , genomen. Deze bevatten 
fouten zoals numerieke onnauwkeurigheden, interpolatie-fouten, etc. 
Getracht wordt nu m. b.v. niet-lineaire regressie-analyse de meest reële 
waarden voor a,b en c te vinden. 
Bij de niet-lineaire regressie is gebruik gemaakt van het programma 
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CURFIT, van TNO-IBBC. Voor het gebruik van dit programma en voor 
meer theoretische achtergrondinformatie wordt verwezen naar [20]. 

6.4.2.2. Resultaten in tabellen en grafieken. 

DIANA-sommen zijn gemaakt voor 2 slankheden Xs = 1.5 en 
�" = 0.2. Bij � = 1.5 zijn twee imperfectievormen toegepast (par. 
6.3.3.3). De resultaten van de DIANA-sommen worden onderverdeeld in: 

1.) � 

2.) � 

= 1.5; w(x) = 83.63sin 7TX +
2a 

= 1.5; w(x) = 30.63sin 1TX +
2a 

3.) � = 0.2; w(x) = 4.74sin;: 

27.62sin rrx
a 

28. 38sin rrx
a 
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Xs = 1.5; w(x) = B3.63sin 1TX + 27.62sin 1TX
2a a 

De gewenste draagkracht: F1,; = 641. 7 kN. 
De kritieke veerstijfheid volgens een Eulerse knikberekening 
{formule 3.17): k1;r (E) = 140 N/mm. 

Tabel 1: Resultaten DIANA-sommen. 

k FD Fv 
[*kkr (E)] [*F1e] [*F1,;I 100] 

"'1 0.280 0. 
1. 0.902 4.04 
1.38 0.949 3.31 
1.87 0.971 2.84 
2.44 0.982 2.57 

00 1.000 1.88 

De gebruikte formules bij de niet-lineaire regressie-analyse luiden: 

Fn 

F. l 
V 

Waarin: kl = ki k1cr (E) 
Fn = FDI F1,; 
Fv

1 = 100Fv I F1,;

= 

= 

a1k 1 

+ C 1 
k

l 
+ b 1 

a2k 1 

+ C2 k1
+ b 2 

(6.3) 

(6.4) 

Niet-lineaire regressie-analyse leidt tot de volg ende waarden voor a, b 
en c: 

a 1 = 0.77560
b 1 = 0.23756 
C t = 0.28008 

(12 = 9.50150 
b 2 =-0.19497 
C2 =-7.76120 

Grafisch zijn bovenstaande resultaten weergegeven in de figuren 6.11 
en 6.12 

*1 Geen veer aanwezig.
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ad 2.) x
i 

= 1.5; w(x) = 30.86sin 1TX + 28.38sin 1TX
2a a 

De gewenste draagkracht: F1. = 641.7 kN. 
De kritieke veerstijfheid volgens een Eulerse knikberekening 
(formule 3.17): kJcr (E) = 140 N/mm. 

Tabel 2: Resultaten DIANA-sommen. 

k FD Fv 
[•kJcr(E)] [•F1. ] [*F.1.:/ 100] 

0.95 0.958 2.19 
1.00 0.965 2.03 
4.00 0.998 0.86 

00 1.000 0 .70 

De formules (6.3) en (6.4) zijn voor de niet-lineaire regressie-analyse 
gebruikt. De regressie-analyse leidt tot de volgende waarden voor a, b 
en c: 

a 1 = 0.595300 
b 1 = 0.088711 
C 1 = 0.415900 

a.2 = 1.14100 
b2 =-0.54083 
C 2 =-0.46543 

Grafisch zijn bovenstaande resultaten weergegeven in de figuren 6.13 
en 6.14 
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ad 3.) �s = 0.2; w(x) = 4.74sin rrx
2a 

De gewenste draagkracht: Fk = 1874 kN. 
De kritieke veerstijfheid volgens een Eulerse knikberekening 
(formule 3.17): k1cr (E) = 59031 N/rrun.

Tabel 3: Resultaten DIANA-sommen. 

k FD Fv 
[*k.tr (E)] [•Fk ] [•Fk l 100] 

•1 0.926 0. 
0.04 0.951 0.295 
0.08 0.967 0.496 
0.15 0.980 0.648 
0.50 0.991 0.740 
1.00 0.992 0.735 
co 0.991 0.739 

De formules (6.3) en (6.4) zijn voor de niet-lineaire regressie-analyse 
gebruikt. De regressie-analyse leidt tot de volgende waarden voor a, b 
en c: 

a 1 = 0. 072750 
b 1 = 0.062323 
C l = 0.925580 

a2 = 3.13420 
b2 = 0.0072689 
C z =-2.3601 

Grafisch zijn bovenstaande resultaten weergegeven m de figuren 6.15 
en 6.16 

•1 Geen verende ondersteuning aanwezig.
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De relatie tussen de veerstijfheid k en de draagkracht Fv , resp. veer­
kracht Fv is nu in formules vastgelegd. De veerstijfheden en 
veerkrach- ten, behorende bij 90%, 95% en 99% van de gewenste draag­
kracht Fk zijn bepaald. Jn tabel 4 zijn deze waarden voor de drie 
onderzochte kolommen geresumeerd. 

Tabel 4: Samenvatting van de resultaten van de DIANA-sommen. 

Xs = 1.5; w(x)l À& = 1.5; w(x)2 �s = 0.2; w(x)3 

F» k Fv k Fv k Fv 
[*Fk] [•kkr(E)] [*Fkl 1 00] [*kkr(E)] [*Fk/ 100] [*kkr (E)] [*Fk/ 100] 

0.90 0.946 4.207 
0.95 1.506 3.154 
0.99 2.567 2.521 

1 

w(x )1 = B3.63sin rrx + 27.62sin rrx
2a a 

w(x)2 = 30.63sin rrx + 28.3Bsin rrx
2a a 

w(x)3 = 4. 7 4sin 'Tî'X 
2a 

0.386 
0.774 
2.402 

6.4.2.3. Bespreking DIANA-resultaten. 

•1 •2
3.330 0.031
1.011 0.460

De DIANA-resultaten worden onderling en met de huidige bereke­
ningsmethode [25] vergeleken. Onderscheid wordt gemaakt in: 

1.) De veerstijfheid. 

2.) De veersterkte. 

3.) De "overal" imperfectie. 

ad 1.) De veerstijfheid: 

Om volledige draagkracht (0.99Fk) bij À& = 0.2 te bereiken is 
0.48 maal de Eulerse kritieke veerstijfheid (k1i:r(E)) nodig. 
Indien een verlies van 5% in de draagkracht wordt geaccep­
teerd is slechts 0.03kkT(E) nodig. De kritieke veerstijfheid vol­
gens de huidige methode [25] (een Eulerse knikberekening) is 

*2

0.17B
0.727

*1 Wegens verre extrapolatie onbetrouwbaar.
*2 Draagkracht van een ongesteunde staaf is al 0.926 Fk .
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voor de gedrongen kolom (X., = 0.2) inderdaad te hoog. 
Bovenstaand resultaat wordt versterkt door de geconstateerde 
knikvorm van de gedrongen kolom (par. 6.4.1.). De slankheid 
van de kolom is eigenlijk 0.141 i.p.v. 0.2, waardoor de beno­
digde veerstijfheid in de tabellen 3 en 4 met een factor 2 
afneemt. 
Voor X., = 1.5 blijkt uit DIANA-sommen, in tegenstelling t ot de 
verwachting, dat een hogere veerstijfheid nodig is dan k>:r (E) 
om de gewenste draagkracht te bereiken. De benodigde veer­
stijfheid om 0.99Fk te bereiken is ongeveer 2.5k1cr (E). De 
resultaten van de DIANA-sommen worden hierin ondersteund 
door [ B]. De daar voorgestelde kritieke veerstijfheid voor 
À � 1, ook gebaseerd op eindige-elementen berekeningen, is 
3kkr (E). 
In par. 6.3.3. is vermeld dat voor � = 1.5 een "overal" imper­
fectie met een amplitude van Wül = 83.63 mm. niet wordt 
getolereerd. De DIANA-sommen zijn daarom ook uitgevoerd 
voor een "overal" imperfectie van WOl = 30.86 mm. Nu blijkt 
dat indien een vermindering in draagkracht van 5% wordt 
geaccepteerd een veerstijfheid van "slechts" 0.774kkr (E) vol­
doende is. 

ad 2.) De veersterkte: 

Opvallend is het verschil in veerkracht tussen de gedrongen en 
slanke kolom. Indien de veerkracht wordt gerelateerd aan de 
gewenste draagkracht, dan blijkt dat de veerkracht bij de 
gedrongen kolommen ongeveer een factor 10 lager ligt dan bij 
de slanke kolommen. 
Verontrustend is de veerkracht bij slanke kolommen. Veel 
voorschriften en richtlijnen stellen dat dimensionering van de 
veersterkte op 2% à 2.5% van de axiale belasting voldoende is. 
Bij een "overal" imperfectie met amplitude WOl = 30.86 mm is 
bij toepassing van k = k>:r (E) een veersterkte van 0.02Fk juist 
voldoende. Bij een "overal" imperfectie met een amplitude van 
WOl = 83.63 mm. is pas bij hoge veerstijfheid (k � 2.5kkr (E)) 
een veersterkte, gedimensioneerd op 0.02F.1;, voldoende. 
Tegenstrijdig zijn de figuren 6.12 en 6.14 met figuur 6.16. Uit 
figuur 6.16 blijkt dat bij afname van de veerstijfheid de kracht 
in de veer minder wordt. Bij slanke kolommen (figuur 102 en 
104) is dit juist andersom. Beide oplossingen convergeren wel
bij toenemende veerstijfheid naar de kracht die behoort bij
een starre ondersteuning.
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ad 3.) De "overal" imperfectie: 

Uit tabel 4 blijkt dat de grootte van de "overal" imperfectie 

van invloed is op de benodigde veerstijfheid. Voor eenzelfde 

draagkracht (Fn = 0.95F.1; ) is bij de "overal" imperfectie met 
amplitude W01 = 83.63 mm bijna een tweemaal zo grote veer­

stijfheid nodig dan bij de "overal" imperfectie met amplitude 
W01 = 30.86 mm. Dit verschil wordt echter kleiner naarmate 
de veerstijfheid toeneemt. Verwaarloosd hierbij is de invloed 

van de bijkomende imperfectie, waarvan het verschil relatief 
veel kleiner is. 

6.4.3. Conclusies. 

1.) De huidige berekeningsmethode voor verend gesteunde kolommen 
[25), een Eulerse knikberekening, geeft volgens de DIANA­
resultaten voor kolommen met een kleine systeemslankheid inder­
daad te hoge waarden voor de benodigde kritieke veerstijfheid. 

2.) Voor kolommen met een grote systeemslankheid is de kritieke 

veerstijfheid, berekend volgens de huidige methode, niet vol­
doende om volledige draagkracht te bereiken. 

3.) Uit DIANA-resultaten blijkt dat voor � = 1.5 "slechts" een veer­
stijfheid van 0. 774kkr (E) voldoende is om 95% van de gewenste 
draagkracht te bereiken, indien voor de initiële "overal" imperfec­

tie . een amplitude wordt toegepast, die volgt uit de scheefstand 

van de kolom die volgens [25) in rekening moet worden gebracht 
bij fysisch en geometrisch niet lineaire berekeningen. 

4.) Bij gebruik van de kritieke veerstijfheid volgens de huidige 

methode, voldoen de in [25] gestelde eisen niet aan de veer­
sterkte. 

5.) De grootte van de initiële "overal" imperfectie is van invloed op de 
benodigde kritieke veerstijfheid. Bij toepassing van de veerstijfheid 

waarbij volledige draagkracht wordt bereikt is de invloed van de 
initiële "overal" imperfectie gering. 
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6.5. Verificatie. 

In deze paragraaf vindt verificatie plaats van de gevonden resulta­
ten in hoofdstuk 3 en 5. De gevonden relaties tussen de kritieke veer­
stijfheid en de systeemslankheid van de kolom, zullen worden getoetst 
aan de resultaten van de DlANA-sommen (par. 6.4.2.). De verificatie 
vindt plaats door in de gevonden oplossingen de benodigde veer­
stijfheid te plotten, welke volgens de DIANA-resultaten achtereenvol­
gens een draagkracht (FD) geven van: 

1.) 0.90F,t , aangeduid met een 6 

2 .) 0.95F,t , aangeduid met een C1 

3.) 0.99F,t , aangeduid met een o

Bij de slankheid Xs = 1.5 is voor de verificatie in eerste instantie 
gekozen voor de DIANA-resultaten, behorende bij de imperfectie: 

w(x) = 30.86sin 1TX + 2 B.3Bsin 1TX.
2a a 

De volgende oplossingen zijn geselecteerd voor verificatie met de 
DIANA-resultaten: 

-Uit de literatuurstudie:

1.) De oplossing m.b.v. de fictieve buigslijfheid par. 3.6.3., fig. 3.9,10.

2.) De oplossing waarbij voor het elasto-plastische gebied voor de kri-
tieke veerstijfheid de waarde behorende bij Xs = 1, volgens een 
Eulerse knikberekening, wordt gebruikt par. 3.5.3, fig. 3.11. 

3.) De oplossing gevonden m.b.v. een eindige elementenmethode par. 
3.6.4., fig. 3.11. 

-Aangereikte oplossing en oplossingen volgens de gemodificeerde Et -
modulus theorie:

4.) De oplossing gebaseerd op de instabiliteitscurve van TGB-staal 
1972 par. 5.2 , fig. 5.13. 

5.) Oplossing gebaseerd op een parabolische relatie tussen E, en a na 
de proportionaliteitsgrens en de instabiliteitscurve ECCS(b), 
par. 5.1.3.2, fig. 5.7b. 

6.) Oplossing gebaseerd op een parabolische relatie tussen a en E: na 
de proportionaliteitsgrens en de instabiliteitscurve ECCS{b ), 
par. 5.1.3.2., fig. 5.Bb. 
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7.) Oplossing gebaseerd op een parabolische relatie tussen Et en a na 
de proportionaliteitsgrens en een gereduceerde instabiliteitscurve 
ECCS(b) par. 5.1.3.4 ad 1, fig. 5.9c. 

B.) Oplossing gebaserd op een parabolische relatie tussen Et en a na 
U

p 
par. 5.1. 3.1, fig. 5. 6.  

6.5.1. Veersterkte. 

Naast de veerstijfheid, die rechtstreeks in verband staat met de 
draagkracht van de kolom, is ook de veersterkte van belang. Jn onder­
staande tabel is daarom de veersterkte volgens [25] gezet naast de 
veersterkte volgens DIANA. voor de verschillende oplossingen. 

Tabel 5: Veersterkte [25] versus veersterkte DIANA. 

� = 0.2 � = 1.5 

Opl no. Fv[25) Fv D Fv[25] Fv D 

la 1 0.295 1 3.348 
lb 1 0.562 1.68 1.12 
2 1 0.295 1 2.019 
3 1 0.595 1 2.019 
4 1 0.466 1 2.019 
5 1 0.576 1 2.019 
6 1 0.661 1 2.019 
7 1 0.649 1 2.019 
B 1 0.284 1 2.019 

Fv[25] --) Vereiste veersterkte volgens [25]. 
Fv D --) Vereiste veersterkte volgens DlANA. 

Uit de tabel blijkt duidelijk dat de veersterkte volgens [25] · voor 
Xa = 0.2 voldoet. Daarentegen is voor � = 1.5 de veersterkte volgens 
[25] bijna nooit voldoende.
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6.5.2. Bespreking oplossingen. 

1.) Met deze oplossing (fig. 6.17a) wordt volgens de DIANA-resultaten 
geen volledige draagkracht (0.99Fk) bereikt, zowel bij een sys­
teemslankheid van � = 0.2 als � = 1.5. Indien 5% draagkrachts­
verlies wordt geaccepteerd dan voldoet deze oplossing wel aan de 
benodigde kritieke veerstijfheid. Speciale eisen moeten dan wor­
den gesteld aan de veersterkte aangezien de eisen in de huidige 
richtlijnen (o.a. [25]) niet voldoen in het elastische gebied. 
Een betere overeenstemming met de DIANA-resultaten wordt ver­
kregen indien de oplossing met een factor 2.5 wordt vermenigvul­
digd (fig. 6.17b). Bij � = 1.5 wordt dan een volledige draagkracht 
bereikt. Bij � =0.2 wordt nog geen volledige draagkracht behaald, 
maar een draagkracht van 0.97 Fk . De veersterkte is gering en 
kleiner dan 1% van Fk . Voordeel van deze oplossing is dat de 
invloed van de grootte van de initiële "overal" imperfectie niet zo 
groot meer is (par. 6.4.3. conclusie 2). 
Bijkomend voordeel van deze oplossing is dat hij ook bruikbaar is 
voor veerstijfheden kleiner dan de kritieke. 

2.) De methode waarbij de kritieke veerstijfheid wordt bepaald m.b.v. 
een Eulerse knikberekening is in de huidige richtlijnen [25] vol­
ledig geaccepteerd. Volgens de DIANA-resultaten wordt bij gebruik 
van deze methode geen volledige draagkracht behaald voor 
Xs = 1.5 en is tevens de veerkracht ongeveer 0.02Fk en dus vrij 
groot. 
Indien 5% draagkrachtsverlies wordt geaccepteerd dan voldoet 
deze oplossing (fig. 5.18) aan de DIANA-resultaten. Nadeel van deze 
oplossing is de fysisch niet mogelijke discontinuïteit t.p.v. � = 1. 

3.) In het elastische gebied voldoet deze oplossing (fig. 5.19) goed 
voor zowel de kritieke veerstijfheid als de veersterkte. In het 
elasto-plastische gebied moet echter enig draagkrachtsverlies wor­
den geaccepteerd. De draagkracht bij toepassing van de kritieke 
veerstijfheid volgens deze oplossing voor :>;:s = 0.2 is 0.973Fk. 
Nadeel van deze methode is wederom de fysisch niet mogelijke 
discontinufteit t.p.v. X,. = 1. 

4.) Voor � � 1 zie oplossing 2. In het gedrongen gebied wordt ook bij 
deze oplossing (fig. 6.20) geen volledige draagkracht behaald. 

5.) In het elastische gebied is de benodigde kritieke veerstijfheid vol­
gens deze oplossing (fig. 6.21) gelijk aan de Eulerse kritieke veer­
stijfheid. Voor dit gebied geldt het gestelde onder 2. 
In het elasto-plastische gebied (ak � a

p
) moet voor de propor­

tionaliteitsgrens een keuze worden gemaakt. Een realistische 
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keuze voor p = 0. 7. 
Voor � = 0.2 levert de kritieke veerstijfheid .volgens deze oplos­
sing een draagkracht op, volgens de DIANA-resultaten van 0. 975Fk, 
dus nog geen volledige draagkracht. 
Vermenigvuldiging van deze oplossing voor de kritieke veerstijfheid 
met een factor 2.5 levert betere resultaten op. Zowel in het elas­
tische als het elasto-plastische gebied levert de methode dan een 
draagkracht van 0.99Fk op. 
Nadeel van deze oplossing is dat 3 gebieden worden onder­
scheiden, wat het praktisch gebruik ervan belemmert. 

6.) Als 5. De oplossing {fig. 6.22) zal na vermenigvuldiging met de fac­
tor 2.5 nog iets beter met de DlANA-resultaten overeenkomen dan 
oplossing no. 5. 

7.) Als 5. Voordeel t.o. v. oplossing 5 is dat nu een vloeiend verlopende 
curve is verkregen. Tevens onderscheiden zich nu nog maar 2 
gebieden (ak :o:;; a

p 
en ak ;;.: a

p 
)(fig. 6.23). 

B.) Als 2. Voordeel van deze oplossing (fig. 6.24) is dat nu meer 
vloeiende curven zijn verkregen, vooral bij een lagere propor­
tionaliteitsgrens. Tevens kan de methode waardoor de oplossing 
tot stand is gekomen eenvoudig worden toegepast bij veer­
stijfheden kleiner dan de kritieke (par. 3.6.1. en par. 5.1.3.1). 

6.5.3. Voorstel relatie ka - À8 

Een tweetal voorstellen wordt gedaan voor de relatie tussen de 
kritieke veerstijfheid en de systeemslankheid. Eén om praktisch vol-

1edige draagkracht te garanderen en één waarbij 5% draagkrachtsver­
lies wordt geaccepteerd, maar waardoor met een lagere kritieke veer­
stijfheid kan worden volstaan. 

1.) "Volledige" draagkracht. 

Voorgesteld wordt om voor de relatie tussen de kritieke veerstijfheid 
en de systeemslankheid oplossing no: 7 te nemen, vermenigvuldigd 
met een factor 2.5 (formule 6.5; fig. 6.25). Voor p wordt de algemeen 
geaccepteerde waarde 0. 7 genomen. 
In formule voor Àa:5:0.5 

(6.5a) 

en voor Às ;;.:O, 5: 
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(6.5bl 

Waarin: a 1 een van de toegepaste instabiliteitscurve afhankelijke 
waarde is. Voor de ECCS instabiliteitscurven is a 1 in tabel 6 
gegeven. 

Tabel 6: 

ECCS knikcurve Cl. 1 

ao -0.224
a -0.308
b -0.460
C -0.624
d -0.924

Motivatie: 

Met deze oplossing wordt volgens de DIANA-resultaten zowel in het 
elastische- als het elasto-plastische gebied praktisch volledige draag­
kracht bereikt (Rj 0. 99Fk ). 

- De veerkrachten zijn bij zowel X� = 0.2 als Xs = 1.5 kleiner dan
O.OlFk . Hierdoor zullen de sterkte-eisen aan de verende ondersteu­
ningen in huidige richtlijnen en voorschriften veelal voldoende zijn.
Wellicht kan met een 1%-regel worden volstaan.

- In de curve komen geen discontinuileiten voor.

- De invloed van de grootte van de initiële "overal" imperfectie is bij
Àe = 1.5 niet groot (par. 6.4.3. conclusie 5).

- De oplossing sluit aan bij de oplossing voor ·plaatvelden. Daar wordt
voor de vereiste "veerstijfheid" de "Eulerse kritieke veerstijfheid"
met een factor 3 vermenigvuldigd.

- Nadeel is dat deze oplossing niet in een eenvoudige rekenregel kan
worden verwerkt, omdat de formule voor de kritieke veerstijfheid
voor het elastische gebied verschilt van de formule voor het elasto­
plastisch gebied.

- Ook voor veerstijfheden kleiner dan de kritieke is de methode,
waarop de oplossing is gebaseerd, eenvoudig. te gebruiken.

2.) 5% reductie in de draagkracht. 

Voorgesteld wordt om voor de relatie tussen de kritieke veerstijfheid 
en de systeemslankheid oplossing nr: 1 te nemen (fig. 6.17a). 
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In formule: 

(6.6) 

Motivatie: 

De oplossing kan in een eenvoudige rekenregel worden gegeven (for­
mule (6.6)). 

Ook voor veerstijfheden kleiner dan de kritieke is de methode, 
waarop de oplossing is gebaseerd, eenvoudig te gebruiken (par. 
3.6.2.). 

- De methode berust op het goede uitgangspunt dat vermindering van
de draagkracht in rekening wordt gebracht m.b.v. de fictieve buig­
stijfheid (hfst. 3.6.2). De methode is tevens in [ 2] goed onderbouwd.

- De discontinuileit t.p.v. � = 0.2 is een klein nadeel.

- Een nadeel is dat 5% van de draagkracht moet worden ingeleverd.

- Een tweede nadeel is dat de sterkte eisen van [25) niet voldoen bij
deze oplossing.

Een derde nadeel is dat de invloed van de "overal" imperfectie groot
is. (par. 6.4.3 conlusie 5)

- De oplossing sluit niet aan bij oplossingen voor soortgelijke stabili­
teitsproblemen (b.v. plaatvelden).
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7. Samenvatting en conclusies.

- De huidige methode [25], een Eulerse knikberekening, voor het
berekenen van de benodigde veerstijfheid levert bij kleiner worden
van de slankheid van de te steunen staaf, onnodig hoge waarden op
voor de vereiste benodigde veerstijfheid.

- Doel van het onderzoek is dan ook te komen tot een complete reken­
methode welke voor elke slankheid van de te steunen staaf realis­
tische waarden geeft voor de stijfheid en sterkte van de verende
ondersteuningen.

- Ter vergroting van het inzicht is een literatuuronderzoek naar op
druk belaste verend gesteunde staven uitgevoerd. Berekeningsmetho­
den die in de literatuur zijn _gevonden zijn in het onderzoek
betrokken. Eén daarvan, de gemodificeerde tangent-modulus theorie
is verder uitgewerkt.

- Van alle methoden zijn de meest reële geverifieerd aan geometrisch
en fysisch niet-lineaire berekeningen. Deze berekeningen zijn uit­
gevoerd met behulp van het eindige elementenprogramma DIANA. Bij
de computerberekeningen met DIANA is rekening gehouden met

walsrestspanningen en met een geometrische imperfectie.

- Bij veel oplossingen voor de kritieke veerslijfheid wordt in het elas­
tisch gebied (� � 1) uitgegaan van een Eulerse knikberekening. Een
geometrisch en fysisch niet-lineaire berekening heeft aangetoond dat
bij toepassing van de Eulerse kritieke veerstijfheid kier (E) in het elas­
tische gebied geen draagkracht wordt verkregen die corrospondeert
met de ECCS instabiliteitscurve (volledig draagkracht).

- De eisen die in [25] worden gesteld aan de sterkte van de veer vol­
doen niet volgens geometrisch en fysisch niet-lineaire berekeningen,
als kier (E) wordt toegepast in het elastische gebied.

- Het onderzoek heeft geleid tot een tweetal berekeningsmethoden
voor de kritieke veerstijfheid die ook voor kleine slankheden van de 
te steunen staven voldoen. Voorstel 1 waarbij praktisch volledige
draagkracht wordt gegarandeerd en voorstel 2 waarbij 5% draag­
krachtsverlies in rekening wordt gebracht.

- Voorstel 1 (par. 6.5.3.) is gebaseerd op de gemodificeerde tangent­
modulus theorie. Uitgegaan is van een parabolische relatie tussen de 
tangent-modulus en de normaalspanning na de proportionali­
teitsgrens en een gemodificeerde instabiliteitscurve ECCS (b). Om
volledige draagkracht te garanderen moet een factor 2.5 in rekening
worden gebracht op de kritieke veerstijfheid volgens voorstel 1, wat
aansluit bij de oplossing van de "kritieke veerstijfheid" voor plaatvel­
den.
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- Gebruik van de berekeningsmethode van voorstel 1, levert voldoende

veerstijfheid op, om de volledige draagkracht . te bereiken, zowel in

het elastisch als het elasto-plastische gebied. Tevens geeft gebruik

van deze methode geen onrealistisch hoge kritieke veerstijfheid bij

kleiner worden van de slankheid van de te steunen staaf.

- Indien de berekeningsmethode van voorstel 1 wordt toegepast dan

zijn de sterkte eisen in [25] aan de verende ondersteuning, volgens

geometrisch en fysisch niet-lineaire berekeningen, voldoende voor de

onderzochte systeemslankheden. De kracht in de veer is kleiner dan

1% van de volledige draagkracht. Een 1% regel zou, voorlopig voor 

veerstijfheden groter dan die van voorstel 1. in de voorschriften kun­

nen worden toegepast.

- Bij voorstel 2 wordt in plaats van de buigstijfheid een fictieve buig­

stijfheid toegepast. De verhouding tussen de fictieve buigstijfheid en

de buigstijfheid wordt daarbij gelijk gesteld aan de verhouding tussen

de instabiliteitskracht en de Eulerse knikkracht van de verend

gesteunde staaf.

- Bij gebruik van de berekeningsmethode van voorstel 2 (par. 6.5.3.)

moet een verlies van 5% in de draagkracht in rekening worden

gebracht. Tevens voldoen de eisen aan de veersterkte volgens [25]

niet meer.

- De berekeningsmethode voor de kritieke veerstijfheid van voorstel 1

voldoet aan de doelstelling van dit onderzoek.
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8. Voorstel voor vervolg onderzoek.

1.) DIANA-sommen zijn gemaakt voor de systeemslankheden Xs = 0.2 

en X6 = 1.5. Hieruit is veel geconcludeerd omtrent het gedrag van 
verend gesteunde kolommen in het elastisch en het elasto­

plastiscb gebied. Door het ontbreken van DIANA-resultaten voor 

tussenliggende systeemslankheden is er nog weinig bekend over 
de vorm van de curve, welke de relatie geeft tussen de kritieke 

veerstijfheid en de systeemslankheid van de kolom. 

In een vervolg onderzoek kan voor de kritieke veerstijfheid worden 

uitgegaan van voorstel 1. Door nu voor meerdere systeemslank­

heden de bijbehorende draagkracht met DIANA te bepalen, kan de 

keuze in par. 6.5.2. beter worden onderbouwd. 

2.) De gevonden oplossingen voor de relatie tussen de kritieke veer­

stijfheid en de systeemslankheden van de kolom zijn d.m.v. de fac­

tor ( ook van toepassing voor kolommen met meerdere verende 

ondersteuningen. De DIANA-sommen zijn echter gemaakt voor een 
kolom met 1 verende ondersteuning in het midden. De invloed van 

meerdere verende ondersteuningen op de draagkracht, bij 

gelijkblijvende systeemslankheid, kan m een vervolgonderzoek 

daarom nog verder worden onderzocht. 

3.) Verder onderzoek kan zich ook richten op: 

-De relatie tussen de veerkracht en de veerstijfheid. Bij de door

fysisch en geometrisch niet lineaire berekeningen onderzochte

gedrongen kolom neemt de veerkracht toe als ook de veerstijf­

heid toeneemt. Bij de slanke kolom is dit juist andersom.

-Kolommen gesteund door zowel translatie veren, als rotatie

veren.

-De invloed van excentriciteit van de verende ondersteuningen.

-Verend gesteunde kolommen met een verschillende doorsnede
per veld.
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